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  تحلیل ناپایداري سطح مشترك بین دو سیال لزج میان دو استوانه هم مرکز درغیاب گرانش
  

  احمد صداقت  *سید علی اکبر پوراحمدي
  استادیار مکانیک  دانشجوي کارشناسی ارشد مکانیک تبدیل انرزي

  دانشگاه صنعتی اصفهان  دانشگاه صنعتی اصفهان
  

لزج در داخل دو استوانه هم مرکز را بصورت تحلیلی حل کرده و معادلات آنها را  لایه سیال  دواین مقاله ناپایداري خطی بین در :چکیده
این بررسی در حالت هیدرواستاتیکی . که پیچیده و طولانی هستند توسط کدنویسی در دو نرم افزار بوسیله فرمول و شکل بررسی می کنیم

هاي موجود در  توانه خارجی صرفنظر نشود انجام شده است و نتایج با نتایج مقالهو در حالتی که از اثر نسبت چگالی دو سیال و شعاع اس
آنها .  اروزکو و لویس در مقاله خود به بررسی مسئله ناپایداري دو طبقه سیال داخل دو استوانه هم مرکز پرداختند.منابع مقایسه شده است

اند و این نسبت را بینهایت قرار دادند و همچنین اثر شعاع  ت وارد کردهدر بدست آوردن روابط خود، اثر نسبت چگالی دوسیال با محدودی
  . بعد نیز بعلت فرض بالا در نظر گرفته نشده است خارجی بی

 عدد n که n=0اي براي حالت متقارن  بدین منظور رابطه. تر براي ناپایداري مسئله مذکور بدست خواهیم آورد اي کلی در این مقاله رابطه
اي پیچیده بدست   رابطهnکلی نیز با هر  ست بدست آورده که این رابطه را بصورت ساده شده نشان می دهیم و براي حالتموج سمتی ا

تر در تماس با استوانه  اگر سیال سنگین.کرده و فقط به نمودارهاي حاصل از آن بسنده می کنیم آوردیم، از این جهت از آوردن آن خودداري
گریز از مرکز این سیستم پایدار هیدرواستاتیکی است و اگر آن سیال در تماس استوانه داخلی باشد این خارجی باشد به علت نیروي 

  .سیستم ناپایدار می شود این قانون توسط عبارات بدست آمده تصدیق می شود
  
  
  ناپایداري خطی، استوانه هاي هم مرکز،  ماکزیمم نرخ رشد، کشش سطحی: : هاي کلیدي واژه

  
  مقدمه. 1
 در 1ضوع ناپایداري سیال داخل یک استوانه حدود یک قرن پیش توسط رینولدز بررسی شـده اسـت ودر کتـاب چاندراسـخار             مو

 نیز در مورد این پدیده تحقیق کرده است و کاهش سیرکولاسـیون بـا شـعاع را شـرط       2رایلی. بحث جتها نشان داده شده است       
   در نظـر گرفتـه شـد    3اثر کشش سطح و چرخش توسط هکینگ و مایکلدر مطالعه اي دیگر.لازم ناپایداري بدست آورده است  

 روي 4ایـح . آنها یک حل تحلیلی براي نرخ رشد وطول موج سمتی آشفتگیهاي یک سـتون آب تحـت چـرخش بدسـت آوردنـد                     
 عدد ناپایداري یک لایه سیال نازك روي یک سیلندر افقی چرخان تمرکز کرد وي نشان داد عدد موج بحرانی به کشش سطح و             

 ناپایـداري جریـان   6پـدلی .  ناپایداري یک ستون سیال تحت چرخش بصورت صـلب را شـرح داد  5هکینگ. رینولدز بستگی دارد   
 پایداري سـیالات ویـسکوزرا بـصورت طبقـه اي داخـل      7جوزف.مارپیچی را روي سطح آزاد سیلندر در داخل وخارج بدست آورد         

او نتـایج قبلـی را کـه    .بقه سیال ویسکوز را در داخل یک استوانه محاسبه کرد      پایداري دو ط   8ویدمن.استوانه چرخان بدست آورد   
او همچنین در مقاله اي دیگر حـل عـددي کـاملی از مـسئله خطـی دو طبقـه سـیال             .بررسی روي یک سیال بود هماهنگ کرد      

ي بـراي مطالعـه ناپایـداري     در مقاله خود از تئوري گرادیان انـرژ 2007 در سال 9هواشودو.ویسکوز در یک سیلندررا بدست آورد    
 .تیلور کوئت بین سیلندرهاي هم مرکز استفاده کرد

                                                
  مکاتبه کنندهمؤلف  *

  sa.pourahmadi@iut.ac.ir :پست الکترونیکی
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 در مقاله خود به بررسی مسئله نا پایداري دوطبقه  سیال داخل دو استوانه هم مرکز پرداختند  و روابطی بـراي  10اروزکو و لویس 
طه موجود در مقاله، اثر نسبت چگالی دوسیال بـا   در روابط آنها براي بدست آوردن راب      . آن با گرفتن محدودیتهایی بدست آوردند     

محدودیت وارد شده است و این نسبت را بینهایت قرار دادند و همچنین اثر شعاع خارجی بی بعد نیز بعلـت فـرض بـالا در نظـر      
  .گرفته نشده است

ذکور هستیم براي ایـن ادعـا در   ما در این مقاله خواستار بدست آوردن رابطه اي کلی تر براي نا پایداري در حالت کلی مسئله م            
 بدست آورده که این رابطه را بصورت ساده شده نشان می دهیم وبـراي حالـت   n=0بخش   اصلی رابطه اي براي حالت متقارن       

 رابطه اي بزرگ وپیچیده بدست آوردیم ،از این جهت از آوردن آن خودداري کرده و فقط به نمودارهاي حاصـل         nکلی نیز با هر     
اگر سیال سنگین تر در تماس با استوانه خارجی باشد به علت نیروي گریز از مرکـز ایـن سیـستم پایـدار            .ه می کنیم  از آن بسند  

هیدرواستاتیکی است و اگر آن سیال در تماس استوانه داخلی باشد این سیستم ناپایدار می شود در آخر ما قانون فوق را توسـط          
  .عبارات بدست آمده خود تصدیق خواهیم کرد

  
   : معادلات حرکت .2

در این مسئله ناپایداري دو سیال ویسکوز چرخان که مانند یک جسم صلب بین دو سیلندر هم مرکز قرار داده شده اند بررسـی            
درمقایسه بـا مقالـه   .  کشیده شده است1شکلی از این سیستم در شکل . می شود و از اثر جاذبه در این مسئله صرفنظر می شود  

 i=1 و 2دارنـد کـه   iρسیالات دانـسیته ثابـت   .  است r=bاست و شعاع سیلندر خارجی    r=cبا شعاعسیلندر داخلی ویدمن 
 بزرگی بردار سـرعت خـارجی و   Ωکه . استzeΩ=Ωسرعت زاویه اي سیستم     . بترتیب براي سیال داخلی و خارجی است      

ze      بردار واحد در جهت محور است بردارهاي واحد دیگر در جهتهاي شـعاعی و سـمتی re و θe ثابـت کـشش سـطح    . اسـت
γاست.  

  : ت معادله حرکت در مختصات استوانه اي یک سیال ویسکوز در یک سیستم چرخان در زیر نوشته شده اس
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  :و معادله غیر قابل تراکم
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)( بزرگی آن و بردارr بردار شعاعی وrاینجا  iiii VUUوWو  و طول با شعاع Ω−1متغیرهاي زمان با.  بردار سرعت است=
  . بی بعد می شوند22Ωpa و فشار با aΩ و سرعت با aسطح 

  : به این روش معادلات حرکت دو سیال ممکن است به این روش نوشته شود 
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2 قرار دهیم سیلندر خارجی در r=1اگر ما سطح را توسط بی بعد سازي در 
br k
a

= سطح سیلندر داخلی در و =

a
ckr == 1قرار خواهند گرفت آشفتگی ها در سطح در 1 ( , , )r z tη θ=  قرار می گیرند از این براي محاسبه بردار+

 
  : داریم .  نرمال در سطح استفاده می شود
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  : بنابراین شرایط مرزي هستند 
)9                           (0pp 1kr            در         = =  
)10                          (01 =u         1            درkr =  
)11                    (      02 =u         2            درr k=  

پیوسـتگی سـرعتهاي شـعاعی در سـطح بایـد توسـط شـرایط مـرزي         . یک فشار رفرنس در سطح سیلندر داخلی اسـت     0pکه  
  . سینماتیکی ارضا شوند
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  .فشار ناپیوسته در سطح به علت کشش سطحی می تواند بوسیله یک معادله تعادل براي تنشهاي نرمال تشریح شود

) 13     (                     1r η= nLpp   در          + .212 ∇=−                                                                  
  :در حالت هیدرواستاتیک سیستم مانند یک جسم صلب می چرخد و فشار از راه هر سیال ارضا می شود
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γ به عنوان نسبت نیروي کشش سطح به نیروي گریز از مرکز سیال i=1 یا i=2 محاسبه شده در سطح 

این تعریف معکوس عدد گریز از مرکزي باند است با بکار بردن آشفتگی هاي کوچک روي سرعت و فشار و . تعریف می شود
در این روش حالت هیدرواستاتیک . معادلات شرایط مرزي را می توانیم خطی کنیم′nو′ipو′iuتغییر شکل سطح به ترتیب با

  :سیستم بصورت زیر آشفته می شود
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و کاهش جواب هیدرواستاتیک و خطی کردن معادلات ارضا شده توسط آشفتگیها در هر ) 3(-)6(بعد از جانشین در معادله 
  : ناحیه سیال داریم 
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  :م در شرایط مرزي خطی براي آشفتگیها داری
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  : دراینجا اگر آشفتگیها را روي مدهاي نرمال جدا پذیر بگیریم داریم 
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)()()(که  rوVrوWrpAو iiiبه علاوه .بترتیب دامنه هاي سرعتها و فشار و سطح استk،عدد موج محوري n عدد 
Sسمتی و  iσ ω=  یکعدد مختلط که قسمت حقیقی آن نرخ رشد و قسمت موهومی آن فرکانس نوسان آشفتگی است +

  : معادلات زیر بر حسب دامنه ها می شوند20-17بنابراین مدهاي نرمال معادلات
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  حل معادلات. 3
امـا از برخـی   . قابل ذکر است که نتایج جدید بدست آمده قبلا در مورد مدهاي سمتی و محوري در مقاله مذکورچاپ شده است     

 . را در نظر گرفتیمk2 و همچنین λ در روابط صرفنظر شده بود اما در این مقاله ما اثر λاثرات مانند 
  .د یک جسم صلب بین دو سیلندر هم مرکز فرض می شود در اینجا بررسی می شودناپایداري دو سیال ویسکوز چرخان که مانن
  . معادله مربوطه را بدست می آوریم30 29 28 27ما ابتدا توسط معادلات بدست آورده شده

  : توسط  دو معادله اول با استفاده از حل دو معادله دو مجهول خواهیم داشتi=1براي اندیس 

)36      (                                1 1 12

1 2( )
( 4)

inU sDP P
s r

= − +
+

  

V1وW1را نیز از معادلات بدست خواهیم آورد .  
 : و ساده کردن آن خواهیم داشت 30با گذاردن معادلات بدست آورده شده در بالا در معادله 

)37   (                                 
2

2 2
1 1 12

1 0nD P DP P
r r

α
 

+ − + = 
 

  

  که

)38      (                                                       
2 2

2
2

( 4)k s
s

α
+

= 

  :حال معادله دیفرانسیل بالا را حل می کنیم جواب این معادله تابع بسل خواهد بود
)39 (                                       1 1 1( ) ( ) ( )n nP r AI r B K rα α= +  
  

  : خواهیم داشت2ت را حل کنیم مانند بالا معادلاتی با اندیس این معادلا) i=2 (2اگر با اندیس 
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  . ضریب ثابت داریم که براي بدست آوردن ضرایب ثابت از شرایط مرزي زیر استفاده می کنیم 4حال ما 
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جهول اند بنابراین  ما می تـوانیم معادلـه مقـدار ویـژه را      نیز خود م  Ψ و   A معادله داریم که البته      5همان طور که می بینید ما       
  .بدست آوریم

  :از شرط مرزي اول داریم
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  . یکی از ضرایب را می توانیم حذف کنیمP1با این شرط ما براي 
  :از شرط مرزي دوم نیز داریم

)48(  
   را حذف کندP2که می تواند یکی از ضرایب 

 را بـر  C3 می توانیم r=1 در u1=u2را داریم با در نظر گرفتن شرط مرزي سوم یعنی      C1,C3 دو ضریب    P1,P2حال ما بین    
 میتوان بدست آورد کـه بـا در نظـر    C1 در هر نقطه اي را فقط با داشتن مجهول  P1-P2 بدست آوریم  که در نتیجه        C1حسب  

  نوشتC1 را نیز براساس A میتوان 3گرفتن قسمت آخر شرط مرزي 

1 را بصورت ضریب کلی بدست آورد در نتیجه در تقسیم ما بین  C1 می توان وچون در هر دو مورد    2P -P =
A

ψ  حذف خواهـد  
اگـر مـا   . خواهد بود(k1,k2,s,k,n,L1,λ)شد ورابطه مفید اما پیچیده ما بین عناصر آشفتگی پیدا خواهد شد که رابطه اي بین            

   مرتبط نباشند θ به حالت متقارن را در نظر بگیریم که آشفتگیها
n=0می شود که معادله در این حالت بصورت زیر ساده می شود :  
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  . استσ=s است در نتیجه ω 0=و در این حالت ثابت می شود که مد ایستگاهی داریم و 
 که مربوط به استوانه خـارجی  k2 و λرامتر پا 10مقاله اروزکو و لویسدر این رابطه ما علاوه بر پارامترهاي در نظر گرفته شده در       

اگـر مـا    .است نیز در نظر گرفتیم و این اولین گام در مقاله ماست که در پایین با رسم شکلهاي این معادله را چـک مـی کنـیم             
  1شکل .د اختلاف بین منحنی ها تقریبا صفر می شو3 هاي بالاتر از k را بررسی کنیم می بینیم که براي 1 و 0 بین nتغییرات 

 دست می یابیم که درسـتی شـکل مـا در    2شکل  رابررسی کنیم به L1=1000 تا  L1=0.01 را بین sاگر ما تغییرات منحنی 
  . آمده است و آن را می توان چک کنیم10اروزکو و لویسمقاله 

  .م داشتخواهی را 3شکل  بکشیم 1 تا 0 بین k1 را با تغییرات k را نسبت به تغییرات Sاگر ما منحنی هاي 
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 را در ایـن  λاگـر مـا تغییـرات    . حالـت لگـاریتمی دارد  k1دیده می شود منحنی ها نسبت بـه تغییـرات       از شکلها   همان طور که    
 نمودار تغییر نمـی کنـد امـا تغییـرات     ∞ هاي بزرگتر از صد تا λ براي شکل می رسیم در این    4شکل  منحنیها بررسی کنیم به     

  .خواهیم داشت را5شکل  را تغییر دهیم آن را یک در نظر بگیریم n 4اگر ما در شکل  . هاي پایینتر داردλلگاریتمی در 
 اي kهمان طور که از فرمول واشکال پیداست ما  . کشیده شده است   λ=10 براي   n نیز این منحنی ها براساس تغییر      6در شکل   

 را رسـم کنـیم   maxσ هـاي مختلـف    L1ما بـراي   ي بیشترین مقدار خود را بگیرد اگر  σرا می توانیم پیدا کنیم که به ازاي آن          
اروزکـو و   دست پیـدا مـی کنـیم کـه مـی تـوانیم آن را در مقالـه        7به شکل  ) λ=10000 و k2=1.5 و  k1=0.5 و n=0براي  (

 . چک کنیم10لویس
هد رسید کـه آن در   بزرگتر از مقداري خواL1 به مقدار ثابتی براي    maxσ  نمودار بالا را رسم کنیم مقدار         n=1حال اگر ما براي     

به علت اثر نیروي گریز ازمرکـز روي   10اروزکو و لویس انتخاب کنیم بنا به 1 و  0 را بین    λاگرما   . نمایش داده شده است    8شکل  
 9 در شـکل  همـان طـور کـه    .سیال با چگالی بیشتر پایدار می ماند حال اگر شکل زیر را ببینیم به همین نتیجه خواهیم رسـید       

  . منفی است در نتیجه پایدار است  هاي مثبتk براي σر دیده میشود مقدا
  
   بندي گیري و جمع نتیجه. 5

وقتی لایه سـیال داخلـی پوشـاننده    . نتایج ما اهمیت اثر سیلندر داخلی را روي ناپایداري سیستم دو طبقه سیال واضح می سازد    
یداري بیشتري نسبت به موقعی که سیـستم دولایـه   سیلندر داخلی تنها باشد یعنی سیال خارجی وجود نداشته باشد مسئله ناپا       

در ایـن حالـت   .سیال داشته باشیم که سیال داخلی یک دانسیته بزرگتري نسبت به سیال خارجی داشـته باشـد خواهـد داشـت          
بخـصوص نـشان داده   .نشان داده می شود که مدهاي سمتی طول موج و مارپیچی نقش مهمی را در ناپایداري بـازي مـی کننـد     

ایـن یـک   . در حضور سیلندر داخلی کم شده اسـت n=1 بعلت وجود طول موج سمتی n=0 مد متقارن L1 که ناحیه  شده است 
 را زیاد کنیم میزان ناپایداري بر λبراساس نتایج ما اگر  . باشد ظاهر نمی شود    k1=1 وقتی   n=1نتیجه غیر منتظره است زیرا مد       

 هاي کوچک باعث افـزایش  k در nهمچنین افزایش .گاریتمی خواهد بود ثابت زیاد خواهد شد اما این افزایش بصورت ل       kاساس  
نا پایداري می شود همچنین معلوم می شود افزایش نسبت شعاع داخلی به فاصله اش از سطح ناپایـداري را بـصورت لگـاریتمی           

شد سطح پایدار خواهد بود کـه  واز نتایج آخرین نیز نتیجه می شود که اگر سیال بالایی سنگین تر از پایینی با.کاهش خواهد داد 
  .این امري بدیهی است
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  هاي مختلف L1 براي k برحسب sتابع :2شکل 

 
   هاي مختلفn براي k برحسب sتابع :1شکل 
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  هاي مختلف k1راي  بk بر حسب sتابع :3شکل 

  

  
   هاي مختلفλ براي k برحسب sتابع :4شکل 

 
  n≠0  هاي مختلف باλ براي k برحسب sتابع :5شکل 
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   هاي مختلفn با k برحسب sتابع :6شکل 

 

 
 L1 به عنوان تابعی از maxσ :7شکل 

 
  L1 به عنوان تابعی از maxσ :8شکل 
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 1λ> براي حالت k بر حسب σ :9شکل 

  


